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Einleitung. 


Schon längere Zeit sind wichtige Sätze über die Lage 
der Nullstellen der Funktion P" (x) bekannt. Die Wurzeln der 
Gleichung Q" (x) = 0 sind, soweit mir bekannt, nur von Her- 
mite und Stieltjes, Annales de la faculte des sciences A 
Toulouse, IV, behandelt worden, es erstreckt sich dort aber 
die Untersuchung nur auf die Zahl der komplexen Wurzeln 
und der reellen im Querschnitt der Funktion. Auf anderem 
Wege lässt sich die letztere Anzahl bestimmen nach einer 
von Hurwitz, Math. Ann. 38 angegebenen Methode. 


Auf Anregung des Herrn Professor Dr. Wangerin 

unternahm ich es, die Zahl der Wurzeln von PL) X) = 0, 
n h . n n u L 

OO =0. und’ allgemein AP .@&W +BQ,. &® =0 zu be- 


stimmen, und einige spezielle Lagebeziehungen und Analogien 
aufzudecken. 


Der erste Hauptteil der vorliegenden Arbeit behandelt 
den Fall, dass m<n ist, wobei die Analogien deutlich her- 
vortreten. 


Im zweiten Hauptteil wird der Fall, dass m>n ist, 
untersucht, welcher bisher, abgesehen von dem bekannten 
Werke von Neumann, fast immer unbeachtet blieb. Es 
wird zunächst statt der Neumann’schen partikulären Inte- 


Bo 


orale der bekannten Differentialgleichung ein neues einge- 
führt, = W)+T,& (m>n). Es zeigt sich dann, 
dass zwischen den Nullstellen von U), (x) und Q, (x) ähn- 
liche Beziehungen stattfinden, wie zwischen denen von P\, (x) 


und Q,@&), wenn m<n. 


R 


Se 
3 Ä 
Sätze über eine bestimmte Klasse von Funktionen. 


Eine Funktion der Variabeln x und des ganzzahligen 
Parameters n genüge folgenden Bedingungen: 

1.) Sie sei im Intervalle a... b, das nur reelle Werte 
enthalte, stets reell, endlich und stetig. 

2.) Sie habe für x 

a N HB 

TE Ta 
(— 1) 

3.) Die Zahl ihrer Wurzeln in diesem Intervalle, unter 

ı\n 

denen keine mehrfache sei, sei N ne 

4.) Für n>1 gelte die Rekursionsformel: 

Atn,x)=Bf(n—1,x)+Cfn-+1,x), 

in welcher A, B und C© Konstanten oder Funktionen von x 
seien, die in dem genannten Intervalle stets positiv sind. 

Die kleinsten Wurzeln von f(n,x) in dem genannten 
Intervalle mögen Minimal-, die grössten Maximalwurzeln ge- 
nannt werden. Die kte Wurzel von f(n,x) bezeichne ich 
mit R,. 


a das Vorzeichen: 


Satz I. Die Maximalwurzeln wachsen mit wachsen- 
dem n. 
Aus 1.), 2.) und 3.) folgt, dass das Vorzeichen von 


n 178 ) 


f(n,b) das von (— 1)? aa Dat 1:ist, ferner, 


En 
. dass f(0,x) stets positiv ist. Sei die (einzige) Wurzel von 
f(1,x) x, so folgt aus 4. 
Gt2,x,)=—BfI(,x). 
Da C, B und f£(0,x,) positiv sind, so ist £f(2,x,) nega- 
tiv, während f (2, b) positiv ist. Somit ist 
2 1 
Kuch,: 
Der Satz gelte nun vonn=1bisn=». Die Maxi- 
malwurzel von f(v,&) sei &,. Dann ist 
Ce +1,&)=—-Bfe—1,$)). 
f(» — 1,x) ist, wenn x grösser als die Maximalwurzel 
dieser Funktion ist, positiv, mithin auch für &,. Somit ist 


So 
{vo +1,b4)>0 


v+1 v 
Run +1) > Re) 


Da der Satz bis v—=2 gilt, so ist der Induktionsbeweis 
erbracht. 


Satz II. Die Minimalwurzeln der Funktionen mit un- 
geradem Parameter nehmen mit wachsendem n ab; jede 
Minimalwurzel einer Funktion mit dem geraden Parameter 
m ist grösser als die von f(m — 1,x) 

ji Ö 5 
Ro Ra, 2, N 
2 1 4 : ö 2 2n—1 
N =R, RR een "v>Rr2rn 
. : 3 2 eh 
Wie oben gezeigt, ist RL >R,. Nach 4.) haben, wenn 
. . 2 1 
f, —=0, f und f, gleiches Vorzeichen, also, daR, >R,, das- 
selbe. wie f(2,a), nämlich —. f, hat aber in a das Vor- 


2n—1 


zeichen —, wechselt also zwischen O0 und R, sein Zeichen. 
Somit ist 
BosB, 
Ferner ist 
Cd, J=AL(3, x) —BfQ,N. 


RR: HERR > 


Sowohl Gf(4,a), wie Af(8,a) und — Bf(2,a) haben 
das positive Vorzeichen, sicherlich bleibt also f(4,x) solange 
positiv, bis entweder £(3,x) oder £(2,x) verschwindet. 

R, > Min (R\, R.). Esistaber RR <RL<R,, somit 

4 3 
BazRe 

Der Satz gelte bs n=». Aus 4.) folgt, dass, wenn 
t2@2v»—1,9)=0, f(2v,x) und £(2»,-H1,x) gleiches Vor- 
zeichen haben. 

Da,R;">R;’”', so hat f(@», R}”') dasselbe’ Vor- 
zeichen wie f(2»,a), nämlich (— 1)", also auch f2»v-1, 
Han): Andrerseits hat £(2v 4 1,a) das Zeichen (— 1)" Ft, 
somit isf 

2v+1 2v—1 
R, IB. 
Aus he 
CGE@v+2,)=Afß2v—-+1,x)—Bf(2v,x) 
folgt, da sowohl Cf(2v-+2,a), wie Af(2»-1,a) und 
— Bf(2»v,a) das Vorzeichen (— 1)" +! haben, dass f(2v--2,x) 
dasselbe mindestens solange behält, bis entweder f(2v--1,x) 
oder £(2»,x) verschwindet. 
Kent Min (Re seht 
Es ist aber 
Bis es Bo fllelich 
2v-+2 2v—+1 
He 

Da der Satz bis v—=2 gilt, so ist der Induktionsbeweis 

geliefert. 


Satz Il. Zwischen zwei successiven Wurzeln von 
f(n,x) liegt stets eine und nur eine von f(n-H1,x); 
zwischen zwei successiven Wurzeln von £(n-—+1,x) liegt 
stets eine und nur eine von f(n, x). 

Wenn £(n,x)==0, so haben f(n —1,x) und fn—+1,x) 
entgegengesetztes Vorzeichen. Ist n—=3, so hat f(4, R’) 


ER 


das Vorzeichen von —£(2, Ri) oder, da R} + Be das von 
— f(2,a), also—+. £(4, R;) hat das Vorzeichen von — {(@,B,); 
also, da ne 1 das von +f(2,a), nämlich —. 

Somit ist R, = R, EL jE# und nach Früherem BR, =E R; ; 
Also gilt der Satz II bis-n=3. Er gelte ben 77703 
für 2 successive Wurzeln von £w,x) {mw —1,x) nach An- 
nahme verschiedenes Vorzeichen hat, so sind auch die um- 
eekehrten Vorzeichen, die £f(v--1,x) für diese Werte hat, 
verschieden, also hat £(» 4 1,x) in dem genannten Intervall 
mindestens eine Wurzel. Dies gilt für jedes der Ny—1- 
Intervalle. Da aber N... höchstens um 1 grösser ist, als 
No), so kann auch in keinem Intervalle mehr als eine Wurzel 
vorhanden sein. Wäre dies der Fall, so müsste ihre Anzahl 
mindestens — 3 sein, was, wenn man berücksichtigt, dass 


im Intervalle R,\„,- ; - b die Maximalwurzel von £w—+-1,x) 
liegt, ergeben würde: 
Ne+y ZN + 2 
was falsch ist. 
So ist der erste Teil des Satzes induktiv bewiesen, der 
zweite ergiebt sich hieraus sofort, wenn man beachtet, dass 


: 1 Ä 
NH =-No rztredD). 


Satz IV. Zwischen zwei benachbarten Wurzeln von 
f(n—1,x) und f(n,x) liegt eine und nur eine von fm—+2,x), 
falls die Wurzel von f(n,x) die grössere ist. 

Die Wurzel von f(n-+1,x) sei mit x,, die nächst 
grössere Wurzel von f(n,x) mit x, bezeichnet. Zwischen 
x, und x, kann weder eine Wurzel von f(n,x) noch von 
t(n—+ 1,x) liegen, was beides Satz III widersprechen würde. 
Die Zahl der Wurzeln von fn—+1,x) von xy 4+d bis b sei 
k, dann ist nach I und III auch die Zahl der Wurzeln von 
f(n,x) in demselben Intervall = k, mithin haben im Inter- 
vll x +d...xı —E beide Funktionen gleiches Vorzeichen, 
oder auch im Intervall x,...x,, wenn man fm-+1,x,) 


NE 


das Vorzeichen von f(n -H1,x, +0) und f(n,x,) das von 
f(n,x, — E) giebt. Beachtet man ausser dem zu Anfang des 
Satzes III benutzten Hülfssatze noch, dass, wenn I(m—1,x) 
verschwindet, £(n,x) und f(n-+-2,x) gleiches Vorzeichen 


haben, so ergiebt sich 


f(n,x,) >O ee) 
entweder fn—1,x,) =0 tn-+1,x,)>0 
tn 2,x) <O {m-+ 2rXı) 0 

f(n,X) <O ia er 0 
oder £(n+1,x,)=0 Knzex,) 7,0 


f(n+2,%) >0O 


i(n-+2,x,) <O 


Somit muss {m -+2,x) im Intervalle u... x, min- 
destens einmal verschwinden, jedoch auch nur einmal, denn, 
würde f(n + 2,x) dort öfter = 0, so gäbe es zwei \Vurzeln 
von f(n—-2,x), zwischen denen keine von f(n—+1,x) läge, 
was unmöglich ist. 


82. 


Die Wurzeln der Gleichung P’ (x) = 0,m<n. 


m 
F. Neumann, dem ich mich bei der Definition der 
Kugelfunktionen anschliesse, definiert: 


2 &)=(1— x)? an FR) ie . 


dxa 
Da P"(x) eine ganze rationale Funktion nten Grades 
um ung bir na 6-4 Wer 
Ist, .sO Ist eine solche vom Grade n— m, wie 


Neumann, Beiträge zur Theorie der Kugelfunktionen pag. 57 
sie darstellt. Da diese Funktion natürlich für x= +1 end- 


m 


lich bleibt, so ist diese Zahl eine 5 fache Wurzel der Gleichung 


Becı l): 


Da alle Wurzeln von P% (x) = 0 reell’ und 
dm pP» (x) 
d x 


keine vielfache Wurzel haben 


kleiner als 1 sind, so auch die von 
ea 
x 


‚an Zahl natür- 


lieh m—n. Dass 


DR N ne 


kann, ergiebt sich aus der Diffentialgleichung dieser 
Funktion: 


d? 


1x) > —2m+ Dx nn m ntmtl)y=0 


d 
und den daraus durch Diffentiation abgeleiteten, woraus 
d 
folgen würde, dass, wenn zugleich y und Er — () wären, 


dann auch alle andern Ableitungen, somit die Funktion selbst, 
verschwinden würden, was absurd ist. 


Weil P/ (x) eine gerade oder ungerade Funktion ist, . 
so liegen die Wurzeln zum Nullpunkt symmetrisch; wenn 
n — m ungerade ist, so ist x=0 eine Wurzel. 

Ferner verhält sich P) (X) wie f (vw) im Intervalle 
d...1—8 wenn v—=n-m--1ist. - ‚Betreffs der B& 


dingung 2.) vergleiche man die zitierte Stelle bei Neumann; 
die Bedingung 4.) ist erfüllt durch die Formeln: 


a) yl-x?P} „@Q—Am+1)xP, ‚+0 man yet 
b) QGn +1) - zn nr "gay oo 
Benutzt man a), so ändert sich » durch Abnahme von 
m, b), durch Zunahme von n. Hieraus folgt: 
1.) Die Maximalwurzeln von P", (x) nehmen mit wachsen- 


dem n bei konstant gehaltenem m zu, mit wachsendem m bei 
konstant gehaltenem n ab. 


2.) Ist n—m gerade, so sind die Minimalwurzeln von: 


Peit@), BD (x), Pie Be PH (x) eine abnehmende, 
die von 
pP HR): De el, sb, 19x, (X) eine zunehmende 


n+2k-+1 


m 


Reihe. Ferner ist die Minimalwurzel von P (x) grösser 
als die von P""”*(x) und die Minimalwurzel von Pe 


grösser als die von P\_s.(&). 


Ist n— m ungerade, so nehmen die Minimalwurzeln von 


BD. hp}, 8, Bas)ae ara; 
die von 
ANSIEP.: 12), Pl a Ds, (2)! ZU. 
arg 


Ferner ist die Minimalwurzel von P,' (x) grösser als 


: n+2k—1 { 1: 
die von P\, (x) und die von P", or(X) grösser als die von 
Be «+10. Hierbei ist k eine positive ganze Zahl, wobei 


man, wenn sie im untern Index auftritt, darauf zu achten 
hat, dass dieser nicht grösser wird als der obere. 
3.) Zwischen zwei auf einander folgenden Wurzeln von 
n 5 tlg 5 . n—+1 n—1 
P_&) liegt stets je eine und nur eine von P. &), P, &. 


ah (X), Pa-ı®. 
4.) Zwischen zwei auf einander folgenden Wurzeln von 
P" (x) und P' (x) liegt stets eine und nur eine von P" Be: 


zwischen zwei auf einander folgenden Wurzeln von P__(x) 


. . . 24 
und P, +1) liegt stets eine und nur eine von P__,(&). 


5.) Die kleinste Maximalwurzel aller Funktionen P/ (x) 
bei variabelem n, konstantem m ist nach 1.) die von 


= 1.3...2m-+1 


TE EN 5 1—@m+3)], 


al NUR, 
also V De 
* Bei variabelem m, konstantem n ist die kleinste Maximal- 


1 
wurzel die von P/_,(x), also V I 7 


Ist n— m ungerade, während m konstant gehalten wird, 
so ist die grösste Minimalwurzel der Funktionen P, (x) die von 


Pre (ea), 1 32.30 el; 2m 22 SE 


68 


Bei konstantem n ist, wenn n— m ungerade ist, die 


grösste Minimalwurzel der Funktionen P/,(x) die von P\_.®, 


/ 


B) 
also V EG ; 


Die Wurzeln der chang 0"&)=0, m<n. 


m 
In den „Annales de la facult&e des sciences & Toulouse“, 
Tome IV, bestimmen Hermite und Stieltjes die Zahl der 
Wurzeln von Q"’(x) und von Q" (x) -kriP*(x) (Heine- 
sche Definition). 
Die dort angewandte Methode gestattet auch, die Zahl 
der Wurzeln von Q,,(x) zu finden. 


Die Funktion wird definiert durch 


2, ah) 
2\2 
I ee) Ta 
Da @° (x) in den Punkten -F 1 logarithmisch unendlich 
wird, Te also von der Ordnung m, so wird dort Q,,(@&) 


dm 


von der Ordnung unendlich, somit kann x = + 1 nie eine 


. 


Wurzel der Gleichung sein. 
Ausserhalb des Einheitskreises ist 


de Q" Q_, 1m (n— m)! u a, B) 1), | 
NE ae 1.3...(2n —1) 2 2 +5» x2) xutm4+V 


wobei F, wie gewöhnlich, als en der hyper- 
geometrischen Reihe gebraucht wird. Da sämtliche Argu- 
mente derselben positiv sind, so kann die Reihe für keinen 
reellen Wert von x, dessen absoluter Betrag gerösser als 1 


m 


; (1 — x)? - | 
7 2) 7 7: * 
ist, verschwinden. Wegen des Faktors er hat jedoch 


er ae 


Q,&X) beix=+mw eine n-+ 1-fache Nullstelle, was be- 
kanntlich eine der charakteristischen Eigenschaften dieser 
Funktion ist. 

Im Innern des Einheitskreises, jedoch ausserhalb des 
(uerschnittes sind die Fälle zu unterscheiden: 


1)n=0, m=0 
2)n=0,m=1 

3) n=1, m=0 [ Mod. 2. 
4) n=1,m | 


Diesen Fällen entsprechen bekanntlich (man vergleiche 
z. B. die zitierte Stelle in Neumann’s Werk): 


DE en ni 2,.4,.,.(m#n) I Merle BE (X) 

2 axe NN 1.93: (Dem A IT EP IE Eye 
dm a" X) IE 2:48. (mol) en Dina nach DR (X) 

ED a RETTEN TER Na ‚5 2) Fin dm 
Ra) 2.4...(n+m+1) „/[m+n+1 m-n 1 )i derbe (x) 
m-+n-+1 Ze B4 

ie a een, | 2 Br een 


MAR mt 2.4...(m+n) e n+2 m-n+1 3 )F ME dEDENE) 
' wm-+n-+-2 (\ 233] ar TR! 
a m dm 


Die oberen Vorzeichen sind auf dem positiven, die 
unteren auf dem negativen Ufer des Querschnittes anzu- 
wenden. Im Querschnitt selbst, wo die Funktion wieder als 
das arithmetische Mittel ihrer Uferwerte definiert wird, fallen 
die letzten Glieder fort, sodass sich die Funktion auf eine 
hypergeometrische Reihe reduziert. 

Die Anzahl der Wurzeln von F (l, m, n, x) im Inter- 
valle O...1 giebt Hurwitz, Math. Ann. 38, an. Auv 
seien die kleinsten positiven ganzen Zahlen, welche zu |, m, 
n bezüglich addiert Positives ergeben. Vorausgesetzt wird 

1), n<I-m, zul Mm, 
was, wie dort gezeigt wird, die Allgemeinheit der Unter- 
suchung nicht beeinträchtigt. N sei die Anzahl der Wurzeln. 
Dann gilt folgende Tabelle: 


l m n N 
)|+/+|- a! 
Ber 2 
IR f 
u — v (wenn u >») I 
II. Fe Ar 
a ae, 5 3 (wenn u<») 
IV.) | —_— ll ak 
2 
Bei ni im Querschnitt haben wir stets den Fall I. 
Die Zahl der Werte von x2?, welche diese Funktion ver- 
schwinden lassen, ist im Intervalle X —=0 (excl)...x2—=1 


im 


gleich u. im Falle 1.) und 4.), gleich — au 
Falle 2.) und 3.). Dain 1.) und 4.) noch x = O0 als Wurzel 
hinzukommt, so hat Q,,(x) im Querschnitt stetsn—m-1 


symmetrisch zum Nullpunkte liegende Wurzeln. Hiermit ist 
die Frage nach der Anzahl der reellen Wurzeln von Q,,&) 
gelöst. 


In dem Intervalle d...1— e verhält sich Q),(x) wie 
f(v), wobei v—=n— m ist. Dies ergiebt sich aus den obigen 
Ausdrücken für i nn hinsichtlich der Vorzeichen der 


m 
Funktion in d, da (L—x?)? in dem genannten Intervalle 
stets positiv ist, ferner aus der soeben bestimmten Anzahl 
der Wurzeln in demselben und aus der Rekursionsformel,. die 


dieselbe ist, wie für P\ (x). 

Somit kann man die obigen Sätze über die Lagebe- 
ziehungen der Wurzeln der Funktionen P" (x), wenn einer 
der Parameter in der Reihe der ganzen Zahlen variiert, 


BRIEF 


sofort auf die Funktionen Q,,(x) übertragen. Man muss nur 


an Stelle von P durchgehends Q setzen und, wenn dort ge- 
fordert war, dass n — m gerade resp. ungerade sei, jetzt 
fordern, dass diese Grösse ungerade resp. gerade sei. Dies 
kommt daher, weil » jetzt um +1 von der vorher mit » 
bezeichneten Grösse verschieden ist. Ich unterlasse es daher, 
die zu den dortigen Sätzen 1.) bis 4.) analogen Sätze aufzu- 
stellen, um mich nicht wörtlich zu wiederholen. Satz 5.) 
lässt sich natürlich nicht allgemein übertragen, da dort die 
Kenntnis der Wurzelwerte der am einfachsten gebildeten 
Funktionen P,(x) benutzt wird. Dies ist hier unmöglich, 
weil Q, = 0, m<n, Stets eine transzendente Gleichung ist. 


n 


Weitere Sätze über die Wurzeln von Q (x) im Quer- 


m 
schnitt werden sich später ergeben. 

Zunächst soll jetzt die Zahl der komplexen Wurzeln von 
@,(x) gefunden werden. Um eine in jedem Bereich endliche 
Funktion zu haben, untersuchen wir statt Q,,(x) die Funktion 


(1— x)? 1. d=il— | Diese hat für die 


m 
Punkte +1, in denen Q,(x) von der Ordnung ,- unendlich 


v 
ud 


wird, die endlichen und von Null verschiedenen Werte: 
(7 yjera zen art 1)! Ym 
(ef. Neumann, Beitr. z. Th. d. Kugelf., pag. 79.) 

Die Wurzeln der neu eingeführten Funktion fallen also 
genau mit denen von @,,(x) zusammen, da höchstens die 
Punkte + 1 in Frage kommen konnten, jedoch gezeigt ist, 
dass in diesen weder die eine, noch die andere Funktion 
verschwindet. 

Wichtig ist es, zu wissen, dass zwischen zwei Wurzeln 
von Q’(x)=0 eine und nur eine Wurzel von P' (x) = 

m m 


liegt. Dies ergiebt sich, wenn man auf die bekannte Diffe- 
rentialgleichung der zugeordneten Kugelfunktionen: 


SEHON SE 


lee 2) Br 


die Resultate anwendet, welche von Sturm, Sur les equa- 
tions differentielles lineaires du. second ordre, Liouville, 


Tome I,pag. 131, veröffentlicht sind. Da u im Inter- 


ax 
valle—1...+1n— m-+]|, a ei © nur n-— m Wurzeln 
hat, so sind die den Punkten + 1 zunächst liegenden Null- 


da Q" (x) 


stellen solche von 
ü daxyxa 


Ein bekannter Satz von Cauchy sagt aus, dass man 
die Anzahl der Wurzeln einer ganzen Funktion in einem 
ringförmigen Bereich, welcher aussen von der Kurve (, innen 
von C! begrenzt wird, erhält, wenn man durch 2” das 
Wachsen des Argumentes der Funktion dividiert, wenn xC 
in positivem, Ct in negativem Sinne durchläuft. 

Der Satz ist von -Gasorati, Teorica d. funzioni di 
variab. complesse, pag. 430 auf beliebige meromorphe Funk- 
tionen erweitert worden, wobei die eventuellen Pole inner- 
halb des Bereiches als Nullstellen von negativer Ordnung 
gerechnet werden müssen. 

Der Satz von Gauchy kann also ohne Bedenken auf 


m 
die Funktion Q,w) (1 — x?)?2 angewandt werden, die durch 
den Querschnitt eindeutig gemacht worden ist. 

Vorher ist noch zu beweisen, dass die zu untersuchende 
Funktion auch keine komplexe Unendlichkeitsstelle hat. Aus 
der bekannten Gleichung: 


Orgel) ER, 


(Neumann, Beitr. z. Th. d. Kugelf., pag. 2) findet man 
durch mmalige Differentiation: 


dw Qu dm Pa 1 
Br en 0 de’ 


dx dx 


x—1 


Be 


wobei unter R,,„ eine ganze rationale Funktion von kom- 

pliziertem Aufbau zu verstehen ist, die später untersucht 

werden soll. 
ARRENT) 


Er sowie R,, m bleiben als ganze Funktionen 


in jedem endlichen Bereich endlich. 1g CH) wird nur un- 
endlich, (1 — x?)® verschwindet nur in +1. Für (1 — x” 
de Qu (x) 
d ya 
Im Unendlichen wird bekanntlich 


lim Ke ie lim er ee 
a 


ya +m-+1 ae, 


lim R — x?ym Eu ea hm > na) Um SM): 
=: e=( 


dx» ER? y ya—-m-+1 


ist jedoch auch in diesen Punkten kein Pol (Ss. 0.). 


In der Formel: 
OR 
08 DR x—+1 (1 — x?" 
heben sich die bei der Entwickelung der einzelnen Glieder 
auftretenden ganzen Potenzen von x fort, ebenso in 
da) 
ln 


Als äussere Kurve C wird ein sehr grosser Kreis mit 
dem Nullpunkt. der komplexen Ebene als Mittelpunkt gewählt. 
Die Kurve OÖ! bilden zwei dem Querschnitt unendlich nahe 
(serade, die ihn einschliessen und bei den Punkten +1 durch 
kleine. Halbkreise zu einer geschlossenen Kurve gemacht 
werden. 


Auf Ü hat (1 — x?" a wie oben bemerkt, den 
Wert dd 


ya-m-+1 


reichend gross wird. 


wobei & beliebige klein wird, wenn x hin- 


Das Argument wächst hier um 
—2rm—m-+l). 


RD Ar 


Bei C! kann man mit der zu untersuchenden Funktion 
genau so verfahren, wie Hermite und Stieltjes mit Q’ &), 
da alle dort benutzten Eigenschaften von Q? (x), speziell auch 
die Lage der Wurzeln von Q"(x) und P"(x) im Querschnitt, 
auch hier auftreten. 

Dann findet man die Variation des Argumentes auf Ol: 
+2 r(n—m-+1). 

Somit ist die gesamte Variation von 

Sale) 
(1 —x?) ee 0. 


UNI SE h 5 

(1—x°) Br mithin auch Q,®) hat also ausser 
den Wurzeln im Querschnitt und in der Unendlichkeit über- 
haupt keine weiteren. 

Ebenso wie Q” (x) hat auch Q,,(x) wegen der Viel- 
deutigkeit des Logarithmus unendlich viele Zweige, die, wenn 
wir unter Q, das bisher darunter Verstandene weiter ver- 
stehen, die Form haben: 


MOIN +2krif 
wobei k eine ganze positive oder negative Zahl ist. 
Aus bekannten Gründen führe ich die Funktion 


ın 


(1—x9)2 "QL@&) ein. Auf C hat dieselbe den Wert 
cx"tm(] + e), die Variation des Argumentes ist dort also 
2n(nm-+ m). 

Im Einheitskreise ist, wenn er gesetzt 
wird, 
sa) 


= Sen 


ei u en tm 
din Pu (x) 


ya nlır 


(1 ER or ’ 


wobei das obere Zeichen dem oberen, das untere dem unteren 
Teile des Einheitskreises entspricht. 


Se 


Man findet die Variation des Argumentes auf den 
kleinen Halbkreisen = 0. Während aber vorher Y in zwei 
unendlich nahen, jedoch durch den Querschnitt getrennten 
Punkten verschiedene Vorzeichen hatte, sind dieselben jetzt 
gleich, sodass die Zunahme von Y auf dem Wege +1 — e& 

.— 1-+e durch den Weg —1-+:....-+1-—.e (oben) 
nicht, wie vorher verdoppelt, sondern aufgehoben wird. Das- 
selbe findet statt, wenn k <—-1 ist. 

Die Gleichung Tan &x)=0,k=*F0, hat also n-+m 
komplexe Wurzeln. 

Es soll jetzt die Zahl der unterhalb der Abscissenaxe 
der komplexen Ebene liegenden Wurzeln bestimmt werden, 
wenn K>0. Die Punkte +1 mögen wieder durch kleine 
Kreisbogen ausgeschlossen werden. 


b 
Die Variation des Argumentes auf abc ist z(m-- m). 
2). = n mu. ist für x=o:-e[lilmo= o», 


hm,2=.0], für. x er —- e positiv. 


(1 — x?)” Bee wird für x= = unendlich gross mit 
dem Vorzeichen (— 1)”, für x=1:!0. 
Beide Funktionen können im Intervall 1-+e... 


ihr Vorzeichen nicht wechseln, da dort weder Nullstellen, 
noch irgend welche Unstetigkeiten vorhanden sind. Da 


lim e See — (— 1)" o, lim Ix —0(, so wächst das Argu- 
x—& “ x—ı1 


ment auf ce d um (— 1)" —. 


2 


a 2 


Auf dem kleinen Kreisbogen d e bleibt das Argument 
beliebig klein bei hinreichend kleinem Radius. Auf ef er- 
hält es den Zuwachs: zn —m-1), auf fg: 0, auf ga: 


(— IP. Denn, wenn Q,, eine gerade Funktion ist, so 


ist P_ eine ungerade und umgekehrt. Daher hat = auf 


ga stets das entgegengesetzte Vorzeichen wie auf ed und 
er R Yı 
zwar ist lim E ER lim z|= ( — er m 


Es ergiebt sich also folgende Tabelle: 


Weg Argumentszunahme 
abe za(n--m) 
TU 
cd RE (— ]) 
de 0 
ef zaım—m-+]1) 
ig 0 
IT 
Der Kürze halber sei 
EUR rm an 
en men m =—=m— 5 


Die gesamte Argumentszunahnme auf abedefga ist 
daher 2rzn, die Zahl der Wnrzeln unterhalb der Abseissen- 
axe ist n. Da die Zahl aller endlichen komplexen Wurzeln 
n— m ist, so müssen m’ derselben oberhalb der Abseissen- 
axe liegen. | 


Ist die ganze Zahl k negativ = Kk’, so ist 
la 210) k — x' En 
er ge lg ee 
PER ’ >) dr Pr (x) 9\m 
Y- 2 (k 45 a (de, 


wobei das doppelte Vorzeichen die frühere Bedeutung hat. 


U se 


Man findet hier: 


Weg | Argumentszunahme 
abe z(n-- m) 
E | 
cd “ER (—1) 
de 0 
ef — zn —m-+|) 
fg 0 
7T 
ga -D® 


also m’ Wurzeln unter, n’ über der Abseissenaxe. 
. . . n (2 N 

Im Querschnitt kann übrigens Q,xX) + 2rıkP ,® 

bei reellem von O0 und © verschiedenen k keine Wurzeln 
n . nz . . 

haben, da sowohl Q,&) wie P,&x) im Querschnitte selbst 
reelle Funktionen sind und somit zugleich verschwinden 
' müssten, wenn Q,(x) + 2irkP/(x)=0 wäre, was unmög- 
lich ist. 


Sa. 
Die Wurzeln der Gleichung aQ),(&) +b PL) = 0, 


1 m 


wenn m<n. 

Wenn in dem allgemeinen Integral der Differential- 
gleichung weder die Konstante a noch b O oder & ist, 
so kann dasselbe stets auf die Form gebracht werden: 
(A) +2KHi k') z P},(8)), wobei unter k und k’ reelle 
Zahlen, die aber sonst keiner Einschränkung unterliegen, zu 
verstehen sind. Aus bekannten Gründen werde wieder statt 
der obigen Funktion die Funktion 


(DHL + ik) PR) 


untersucht, da diese dieselbe Anzahl von Wurzeln hat, wie 
die ursprüngliche. 


_- U — 


Stellt man sie in der Form X--iY dar, so ist im 


Intervalle, 2....0,, sowie’ — 12... ..© 
Ze “= op ae Run 2kı m 
OZUNer me ARE 

An den Ufern des Querschnittes ist 
x ya . > Be ER ok - —_ 2) 
Yorß a nn (1 x". 


Es mag zunächst die Anzahl der reellen Wurzeln der 
Funktion untersucht werden. Damit im Intervalle +1...+& 
X --1Y verschwinde, muss : jeder Bestandteil für sich = 0 
werden. Y verschwindet: 1.) für k’ =0, 2.) für die Null- 


stellen von i er 3). fürix—=+ 1: Dorale ya 
von im Intervall —1 ...+1 liegen, so kommt 


2.) für das betrachtete Intervall nicht in Betracht. Für 
x— +1 verschwindet zwar Y, nicht aber X. 

Damit also Q,®) +2r(k-+ik‘)P", (x) im Intervalle 
+1...+» oder —1...—» eine Wurzel haben könne, 
muss k —= \z sein. 


Es ist zu beachten (1 — x?)? sg" (x) und (1 — FOE «pe ale 
in den genannten Intervallen nur wachsen oder nur abnehinen, 


m 


daher kann die Gleichung (>38) a0). (= —2kr(1—x2)?P" (x) 
dort höchstens eine Wurzel haben, was auch durch geome- 
trische Interpretation höchst einleuchtend ist. Natürlich tritt 


dieser Fall ein, wenn {x)=(1 — lg x) +2kr P).(&)) 
an den Grenzen des Intervalles verschiedene Vorzeichen hat. 
Diese findet man leicht, wenn man berücksichtigt,. dass in 


EI ON Te 


£ (x) bei +1 der Wert von 2k rı (1 -- x?)?P" (x) verschwindet, 
also (1—x2)?Q" (x) allein in Betracht kommt, während es 
sich bei + » gerade umgekehrt verhält. 
Nun ist 
Eokan—+ e, Ei = jet 
E Ol +21 = ak 1" ||, Eh. = 2kl- 1)" 
Ist daher k negativ und zugleich m gerade, oder k 
positiv und zugleich m ungerade, so liegt stets eine und 


nur eine Wurzel von Q,@9) +2kP,&®)=0 im Intervalle 


m 
+1...+ |»), keine im Intervall —1...— 

Ist k positiv und zugleich m gerade oder Kk negativ und 
zugleich m ungerade, so liegt stets eine und nur eine Wurzel 
vn Q, 9 +2kP, © =0 im Intervalle — 1...— ol, 
keine im Intervalle +1...+- ||. 

Es soll jetzt untersucht werden, wann die betrachtete 
Funktion im Querschnitte Wurzeln haben kann und wie viele. 
Im Querschnitt ist 


In Lande Pr &) (' Bi Y) Ep 
ee IE Mel. 
d x 


r 


Wieder muss Y verschwinden, wenn f(x) =0 ist. Der 
Wert x=-+1 ist aus dem früheren Grunde von der Be- 
trachtung ausgeschlossen. Ferner sind auch nicht die Null- 
dRPF/R) 

dix? 
Q,,(x) können nicht zugleich verschwinden. So ist auch hier 


stellen von zu berücksichtigen, denn P‘,(x) und 


die Bedingung K’—=0. 


Dasselbe Theorem von Sturm, welches schon vorher 
herangezogen wurde, um die abwechselnde Lage der Wurzeln 


von P/,(x) und Q,(x) zu beweisen, kann auch dazu dienen, 


BR ED 


die Zahl der Wurzeln von Q,(x)+2krP, (X) im Quer- 
schnitte zu ermitteln. Es lautet nämlich: „Es seien V, und 
V, zwei partikuläre Integrale der Differentialgleichung: 

d dV 

d A dx I 


derart, dass 


en av; | er 
[Vılx=x, FE 0, dx SS u ı 


Se. 


fälle], 
Pe | eu 


was sich durch passende Wahl der bei der Integration auf- 
tretenden Konstanten erreichen lässt. Das allgemeine Inte- 
gral si V=AV),+BV,. Vorausgesetzt wird, dass K 
innerhalb des betrachteten Intervalles x,...x, Stets positiv, 
endlich und stetig, G dort endlich und stetig sei. [Still- 
schweigend wird auch noch vorausgesetzt, dass nur reelle 
Funktionen berücksichtigt werden.| Dann enthalten zwei 
Wurzeln von V, zwischen sich stets eine und nur eine 
von V,“ 


Diejenige der Funktionen ce P" (x) und c, Q,@&), welche 
ungerade ist, nehme ich als V,, wobei e und c, so gewählt 


werden, dass Be — 1. Dann gilt der Satz für das 


il) 
Intervall O0...1—e, und, wenn man E&=-—x setzt, auch 
für das Intervall &=0...1— e. 

Ist n— m gerade, so ist P” (x) gerade, Q,,x) ungerade. 
xp Sei die Maximalwurzel von Q, (x). Zwischen —x, und 
—+x, liegen also n— m Wurzeln von f(x). £(x,) hat das 
Vorzeichen von +2 rk, [f (x)]x=ı das Vorzeichen -—+. £(—.xj) 
hat das Vorzeichen von 2rzk, weil P/ (X) gerade ist, 
If &)x--ı hat das negative Vorzeichen, weil Q,,(x) ungerade 
ist. Daher liegt in einem und nur in einem der Intervalle 
Xy...1, —1..,— x, eine Wurzel von Q,Q) F2zkR@), 


El), Me 


je nachdem K negativ oder positiv ist. Mehr als eine Null- 
stelle kann aber auch keines der beiden Intervalle aufweisen, 
da zwischen zwei Wurzeln von V [hier Q,®) +2kr PX] 
stets eine von V, [Q,,(X)] liegen muss. Somit hat die 
untersuchte Funktion im Intervalle —1...+-1In—m-+1 
Nullstellen. 


Ist n - m ungerade, so ist P/ (x) ungerade, Q.,(x) 
gerade. Die Maximalwurzel von P/(x) sei yo. Dann ist 
im Intervalle — yy:..- yo die Zahl der Wurzeln von 
f{=n—m—|1. 

f(yo) hat das Vorzeichen —, [£ (X)]x-ı +, ebenso haben 
aus Symmetriegründen £ (— yo) und [£ (x) -ı verschiedenes 
Vorzeichen. Zwischen yn und 1 sowie zwischen — 1 und 
— yn liegt also je eine, und aus demselben Grunde wie vor- 


‘ we r 7a ee r . yn r 
her auch nur je eine Wurzel von , © + 2rzkP,&. 


. Nny G n . D 

Somit hat Q,&®) + 2zrk P,, (x) im Querschnitte n—m-+-1 
Wurzeln, von denen natürlich je zwei benachbarte stets eine 
und nur eine von P, (x) einschliessen, sodass zwei Wurzeln 


von Q,®)+2krP,(x) den Punkten +1 näher liegen als 


jede Nullstelle von P’(x), was bei Berechnung der Anzahl 
der komplexen Wurzeln von Wichtigkeit ist. 


Zunächst sollen noch weitere Beziehungen hinsichtlich 
der Lage der Funktion Q,&x) + 2knrP‘ (x) im Querschnitt 


m 


abgeleitet werden. Wir bezeichnen die Funktion jedoch jetzt 
wieder mit AQ, x) + BP, x), da diese Sätze auch gelten, 
wenn A oder B=0 ist. Nur seien diese Grössen reell. 


Einer der Hauptsätze aus der genannten Arbeit von 
Sturm ist folgender: „K', K”, G, G” seien endliche und 
stetire Funktionen, K’ und K” seien ausserdem in einem 
Intervall x9...x, positiv. Gelten dann die Ditferential- 
gleichungen: 


dx d 
d | rn d 2 Nm Ne 
A K 13 4. GV. —Q, 


und ist in einem gewissen Intervalle ...xx G’>G, 
K"<K’, so umschliessen zwei konsekutive Nullstellen von 
V’ immer wenigstens eine von V”, zwei konsekutive Null- 
stellen von V” höchstens eine von V.“ 


Setzt man 


ee 
1—x? 
G@=n(n+1), 
K=&KR —=1-—-x2 so erhält man den Barz 
Zwischen zwei Wurzeln von A, Q,x) + B,P},@®) liegt 
stets mindestens eine Wurzel von A, Q"’ x) + B, Pr. x), 


zwischen zwei Wurzeln von A, Q" (x) + B, P" (x) höchstens 
eine von A, Q,&@) + Bı P,&- | 


) 


2) = n+)m +9 +1) — en alles Andere 
wie vorher. 

Zwischen zwei Wurzeln von A, Q,®9 + BP, ® liegt 
stets mindestens eine Wurzel von A, Q""°(x) + B, PT’), 
zwischen zwei von As au. &)-+B, Dan (x) höchstens eine 


von A, QU + B, Pr @). 
ie 
3) @ =n(n-+1) — En 2 ‚ alles Andere wie vorher. 
Zwischen zwei Wurzeln von A, Q,@) + B, Pix) liegt 


stets mindestens eine Wurzel von 3, Q,, 9 + BP, ,®. 


m—d 


zwischen zwei von 3, Q,,®9) + B» P,,_,(&) höchstens eine 
von A, Q,®) bu); 


War bisher immer noch ein Index ungeändert geblieben, 
so soll jetzt möglichst allgemein die Lage der Wurzeln von 
AQ, Od +BP,®) und AQ,®) + BP, (X) zueinander unter- 
sucht werden. Es werde vorausgesetzt, dass u>m, was 
natürlich die Allgemeinheit der Untersuchung nicht beein- 
trächtigt. Der Fall w=m ist durch die vorhergehende 
Untersuchung schon erledigt. 


Die zu untersuchenden Funktionen genügen den Ditfe- 
rentialgleichungen: 


en 
und 
za») +bo+n- Sz)r=0 


Bezeichnet man die Koeffizienten von y mit G,, und 
G,, so ist 
SR — nat rw+ + EZ 


iur 2x (u? em?) 
lo a ehe 


m? 


Da diese Grösse im Intervall O...1 stets positiv ist, 
so wächst dort G/, — G, beständig. Ist 


era dere Dante), 
so ist stets G,, Sc, 

Ist nn +1) — v(w--1)— m?+u?>0, so liegt zwischen 
zwei Wurzeln von A, Q,®) + Bı P,,( x) höchstens eine von 
%Q,®9)+B,P,(®), zwischen zwei Wurzeln von A, Q.®) 
+B, P,(x) stets wenigstens eine von A, QY ®) + B, PÜ.@). 

Ist dagegen nn+-1N) - vv +) —m?-+ u?<0, so 
wächst G, — 6, fortwährend und zwar von einem negativen 
Werte bis zu Leg & . Der Punkt der x-Axe, für welchen 
G, wird, sei &. 


BURN VORRE 


Born 


u2 — m? 


a) | 
STH ern (vr no da 


Im, ‚Intervall 0 2.8 1810G5,< G im Intervall &...1 
Ge G, 
5.) Somit gilt der Satz: 
Star ee gel) m ne 
u2 — m? 
rw +1)—n(n-Hl) 


0...E zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von A, Q,,&) 


EL 


‚ so enthalten im Intervall 


+ B,P,,(®) zwischen sich wenigstens eine von A, Q. (x) 
+ B, + (x), zwei successive Nullstellen von As, Q, (x) 
+ B, P, (x) höchstens eine von A, Q, + Bı P.o% 

Im Intervalle &...1 enthalten zwei aufeinanderfolgende 
Wurzeln von A,Q,(®) + B, P,(@&) zwischen sich wenigstens 
eine Wurzel von A,Q,®) +B,P),(@, zwei successive 
Wurzeln von A,Q,®+ BP, (® höchstens eine von 
Ay Q. (X) + Bo (X). 


Diese sämtlichen Sätze gelten aber auch für das Inter- 


vallO...—1,daG, — G,.für +x und —x dieselben 
Werte hat. Natürlich sind die im letzten Satze auftretenden 
Teilintervalle ©...— |&| und — |&|...—1. 


Es sollen nunmehr die komplexen Wurzeln der Funk- 
tion 9) -+2(k-+ik)aPl,(®) der Zahl nach berechnet 
werden. Die Ausdrücke für X und Y sind oben aufgestellt 
worden. 


Die Variation des Argumentes auf C (ef. pag. 19) ist 
stets =2r(n-+m). 


ee. re 


Ist K’ et 5 so hebt sich die Argumentszunahme auf C! 


auf (vel. A k >0), die Gleichung hat also n + m kom- 
plexe Wurzeln. 


Ist — n <kK<-+ - so ergiebt die Variation des Argu- 


mentes auf Cl! 2a (n—m-+1) (vgl. Q,®)), wir haben also 
2n-1 Wurzeln. 


Ist k' ai so hebt sich die Variation auf C! wieder 


auf, die Zahl der Wurzeln ist n—+ m. 
Istk=-+ Be so liegen, wenn man die Punkte der 


reellen Axe zwischen — 1 und -—-1 nicht als Querschnitts- 
punkte, sondern als Begrenzung des oberen Ufers betrachtet, 
dort n—m--1 Wurzeln. 


It = — 5 so liegen diese Wurzeln in der Be- 


sgrenzung des unteren Ufers. 
Natürlich fallen die Wurzeln beider Funktionen der 
en . i n fr u/ . 2 
Grösse nach mit denen von Q,®)+2krP,&x) Im Quer- 
schnitte zusammen, und die für die letzteren entwickelten 


Lagebeziehungen in Bezug auf die Wurzeln anderer Kugel- 
funktionen gelten auch für die ersteren. 


85. 
Die Funktion R,,m &), m<n. 
Die Funktion R,,m (x) wurde definiert durch die Formel: 
Pd _AMPR E T en Ro,m (&) 
Steven dee: ES, yon 


Sie war schon oben als ganze Funktion gekennzeichnet. 


PER r & = ) da ps = 


d,x x—1 x 


1. NS 


Rum d=(1l — x 


Ist ungerade oder gerade, so ist 
X Fe ) de P" (x) aueh 3 d» ( (x) 
le Be ' er gerade oder ungerade, ebenso Ber 


mithin auch R,,m (X). 
Ra & ey ee 


Aus der Definitionsformel geht übrigens hervor, dass 
— R,,n (X) als der ganze rationale Bestandteil der Funktion 


(1 Be lg e ) aufgefasst werden kann, falls 
lo. x—1 
x—+1 j 
man lg re nach fallenden Potenzen von x entwickelt 


und nach Ausführung der Multiplikationen den Ausdruck 
nach absteigenden Potenzen von x ordnet. Hierbei ist natür- 
lich | x | > 1 vorausgesetzt. 
EL N Lnen DE ? 
(1 — x’ a beginnt nämlich mit einem Gliede 
1 
no—m-+1 ° 
d=;PR | Ken 1 
dem 5x1 
rationalen Funktion vom Grade n-m-—1 und einer ge- 
brochenen Funktion besteht, so muss R„,m (X) die erstere 
aufheben. Ferner ersieht man hieraus, dass R„ m (X) vom 
Grade nJ-m — 1 sein muss. 


von der Ordnung z 


Da aber (1 — x?” 


aus einer ganzen 


(Ganz beiläufig sei noch erwähnt, dass, wie ohne Weiteres 
dePae E —- ) 
i | 


z Rt 


ersichtlich, die Entwicklung von (1 — x?)" 


Sn: | Cy 
keine Glieder von der Form Er 1<v<sn—m enthalten 


darf, ohne dass c, verschwindet. 
R.,m (X) genügt einer Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung. Ich setze für den Augenblick 
d” P“ (x) 
RR 


an _ 


dx ; 
Ra,m X) =(— 1)" R. Dann ist 


ee 


“r | 
dz_dyj Er 2y 20 I SI 
Xi dx ee xrue (x? — 1)” (ia ut’ 
Ay deR 
dz: dy 1 dx Axy dx? 
are Sn I praıpTr 
a Lane 
dx 2mR 


FR I et -I- x? + 2mx?2). 
Bildet man 
den x _ Z 


2 mtr ta ma +m-+]), 


was — () sein muss, und berücksichtigt, dass der entsprechende 
Ausdruck von y ebenfalls verschwindet, so erhält man: 


Auel 4mx 
a4y Axy dx? dx 


ix 81 @- teen 


2mR(i1+-x?-+2mx?) 4(m+1l)xy 
ER (za ja au Ran Yr8: 


d 
“R 275 SER 4m(m-+1)x?R m) Mira 


(n— 
GI Te Ten ee 


Vereinfacht man dies und führt wieder R„,m (x) ein, 
so erhält man: 
d Rn, m (X) 


d d Er 
dx en + +) a—m+)= 


eg ” jm Pn (x) 
5; Et; 
(1-x9° 


Ba. er 


Man ersieht leicht, dass das allgemeine Integral dieser 
Differentialgleichung ist 
bQ.®) 

mis ni 

ee 

Setzt man m=0, so erhält man die bekannte Diffe- . 
rentialgleichung für R’(x) (cf. Neumann, Beitr. z. Th. d. 
Kugelf., pag. 2, wo jedoch auf der rechten Seite infolge eines 
Druckfehlers das negative Zeichen fehlt). 


a pP’ (x) 
N N IN ae 


Sehr leicht lassen sich Rekursionsformeln für R„,m (X) 
aufstellen. Setzt man in die Formeln, die von Neumann 
in der mehrfach erwähnten Schrift page. .73 f. angegeben 


werden, und die sowohl für P‘ (x) wie für Q, (x) gelten, den 

Ausdruck für die letztere Funktion ein, der die Definitions- 

gleichung für R, m (X) ist, so erhält man: 

1.) Ra, m+ı — (2m—n)x R,,m — m(m—n— 1)(1—x)R,m-ı — 
u br -1,m — 0. 

2) Ruy,mtı — 2m +n+1)xR,m —m(m+n)1—x?)Ru,m-ı + 
+(n-+ 1)Rurı,m 0. 

3) n—m+1)(1 —x2 Rum-1ı— X BRun,m + Ro-ı,m 0. 

2) In EDITOR rer ne 

5) @n +DxRamtm@n-+1)1—x9R.  —nR, — 
a (n + 1) Bari, m 0. N 

8.) AH) A-RIAR nt Baia Rita a 

7.) @ rn -yR Rn FT m—- DRı- yL I 
Zar (n 4 1) Ra m—n Ds, m — 0. 

8.) 2n+1)[Ra,m+ı -—2mx Rn, m — m(m — 1) 1 —x2) Ru mtı + 
+ n (n -H 1) (Ra-ı, nr een m ) SV; 

9) R,mt —2m+1l)xR,ou+n—m)(n+m+1)(i — 
x) R, m 0. 

10.) On HR m oa —m+l)R4, a — nm) 15 0 

1, Ra HDD Bon Bau voe 


lim [Ru m (X) ])x= +10 | = lim |" 1e ( 


TB 


Die Wurzeln der Funktion R,,m (x) liegen natürlich 
symmetrisch zum Nullpunkt. Es werde zunächst das Inter- 
valli...+ | © untersucht. m>0, n>0. 


a 


l=e Hei 


PER N 
jm()u 
hm tRase &)]z2ı.2.= lim 1x9" am AIR) ij —= +[e]|. 
dal xy ir 


Ist m gerade, so hat R„,m (X) eine en wenn m un- 
gerade ist, keine Wurzel zwischen 1 und + |» . 

Dass in demselben nicht mehr als eine Wurzel auf- 
Sen Ad” AR (x) 


d ya 


und (1 — x?" Ig = ä6 5) R “ ®) entweder stets wachsen oder 


treten darf, ersieht man daraus, dass dort (1 -—-x 


stets abnehmen. 
Wenn m=0, so gilt die oben für x=1--e aufge- 
stellte Grenzformel nicht mehr, weil (1—x?)® Ig en) nur 


für von O verschiedene Werte von m verschwindet. 


Dass R„,o(x) in dem genannten Intervalle keine Wurzeln 
haben kann, ersieht man daraus, dass ihre bekannte Dar- 
stellung durch Bear 


Ru) 2 +...) 


lauter positive Koeffizienten enthält, während sämtliche P 
von x=1bis x=-+ | stets positiv sind, sodass auch 
R„,o(x) dort nicht verschwinden kann. 


Bei Hr Untersuchung der Wurzeln im Intervalle O...1 


soll unter se“ der Wert dieser Funktion im Querschnitte 
verstanden werden. Dann geht die Definitionsgleichung 
über in: 


ER RL (e r -+- =) 


ET Sa dien 1—x 


u 


Eine positive Nullstelle von ı sei x=a, die 


m 
folgende nächst grössere x—=ß. « sei von OÖ verschieden. 


R.,m (&) hat in x>=a das Vorzeichen von 


— (1— x?" . ı.ı g eı welches dem von 
E | UNE N ist. 


Für x=f wird das Vorzeichen von R, m (X) das von 

d” ms ri d” P» ar Ba) 

dx® 2 dm 

und nur eine zei daher ist das letztere Vorzeichen dem 
ersteren entgegengesetzt. 


hat aber zwischen « und ß eine 


Folglich liegt zwischen zwei successiven Wurzeln von 
(),(x) immer eine ungerade Zahl Wurzeln von R,,m (&). 


Ist @—=0 eine Nullstelle von Q,,(x), so gilt der bis- 
herige Schluss nicht mehr, denn dann ist [R.,m (X) — 0 
(weil Rnm(x) und @,, (x) gleichzeitig ungerade sind), 
UMPeNZ ) 
a = a Die 
Stelle der früher postulierten Nullstelle von R,„,m (x) vertritt 


[R, m &)]», hat das Vorzeichen von - - 


hier x=(. 

Ebenso kann man. schliessen, dass zwischen zwei 
successiven Wurzeln von P‘ (x) eine ungerade Zahl der 
Wurzeln von R„m (x) liegt. Dies gilt auch noch für den 
? d? pP" IX 
Fall, dass eine der Wurzeln von u a 
dann [Bun leo. 0 0. 

@ und y seien zwei benachbarte Wurzeln von 0, ®) 


0 wirdeda 


ß die dazwischen liegende von P, (x). Dann ergiebt sich für 
die Vorzeichen von Po), 0.) 1g 3) und, hieraus ge- 
folgert, für die von R,,m (X) folgende Tabelle: 


a ß y 
PR) + 0 F 
Q,®) 0 Ex 0 
Ay +XxX 
lg i B 3 x a Es 
Rn,m (X) + it 3% 


Die oberen Zeichen entsprechen den oberen, die unteren 
den unteren. @,,(#) muss das Zeichen + haben, damit 


Ana) am Pe (x) 
d m 


gu 


schliesslich und bei x—=-+ 1 einem posi- 


tiven Werte zustreben. Man ersieht aus der Tabelle: 
Zwischen einer Wurzel von Q, (x) und der unmittelbar 
grösseren von P,,(x) liegt eine ungerade Zahl Wurzeln von 
R.,m (X), zwischen einer von P"(x) und der nächstgrösseren 
von Q,,(x) Keine oder eine gerade. Die Wurzeln von 
R„,o(x) sind also sämtlich reell, verschieden und < 1. 


ll. 
Si, 


Definition der partikulären Integrale der Differential- 
gleichung, wenn m >n. 


Im ersten Hauptteile der vorliegenden Abhandlung 
untersuchte ich die Wurzeln des allgemeinen Integrals der 
Differentialgleichung: 


(0-9) +a+9--)y=0 


unter der Voraussetzung, dass n und m reelle positive ganze 
Zahlen seien und dass m<n. 

Ich werde die erste Voraussetzung beibehalten, jetzt 
aber den Fall m>n behandeln. 

Die Funktion Q,,(x), die im ersten Falle transzendent 
war, wird hier rational, ihr wesentlichster Bestandteil ist 
eine ganze Funktion. Ihre Darstellung 


an =u—ny? FD 


bleibt auch hier noch gültig. Die von mir gewählte Dar- 
stellung 


RITA, A R.,m 
dr et (1 — x?” 


zeigt den Übergang von der transzendenten zur rationalen 
Funktion sehr deutlich, da in diesem Falle das erste Glied 
fortfällt und sich die Gleichung ergiebt 


39 
0 Du m X 
Gar ee, 
(1 — x?)? 
sodass eine gesonderte Behandlung dieser Funktionen, wie 
im ersten Teil, nicht nötig ist. 


Ferner bleiben auch die wichtigen Eigenschaften von 
Q,&®, bei x=-+1 unendlich zu werden und im Unendlichen 
zu verschwinden, erhalten. ' 

Dagegen giebt es, wenn m >n, kein partikuläres Inte- 
gral der Differentialgleichung mehr, welches, wie P.,(x), 
m<n, für +1 endlich bliebe, vielmehr haben die von 
Neumann eingeführten partikulären Integrale die Eigen- 
schaften: 


S“, (x) verschwindet für x— — 1, wird für x— + 1 unendlich. 
DK) „ „ x > es I, „ ER ee 1 „ 
Zwischen den drei partikulären Integralen Q,&), S,&®, 


T,&®) der Differentialgleichung zweiter Ordnung besteht 
natürlich eine lineare Relation, nämlich 
=D — TR). 

S,x) und T7,(x) sind ihren wesentlichen Bestandteilen nach 
ganze Funktionen vom Grade n, aber weder gerade, noch 
ungerade, wie es Q,,(x) ist. Neumann wurde zur Einführung 
derselben ihre Darstellbarkeit durch bestimmte Integrale 
geführt. 

Diese bekannten Resultate findet man in dem öfter 
zitierten Werke von Neumann, pag. 3. 

Für den Zweck dieser Abhandlung ist es jedoch, wie 
sich zeigen wird, besser, als zweites. partikuläres Integral 
neben Q,(x) die Funktion 

VE) Ba): 
einzuführen, 


REIN aD 
Die hauptsächlichsten Eigenschaften derselben sind 


folgende: | 
Sie wird, wie S/(x) bei —1, wie T,(&) bei +1 von 


der Ordnung 5 unendlich, wie beide Funktionen für x=+& 


von der Ordnung n unendlich. 
Sie ist gerade oder ungerade, wenn m—.n gerade oder 
ungerade ist. Nach Neumann, pag. 27 ist nämlich: 


LIE EIS, 
Sl a el une) 
Ved=-( Bein 8.0) Ce 
Rd. 
Setzt man nach Neumann, pag. 57, 


art, el, el 
tt, Dim 
so ist nach demselben Autor: | 
(m+1)(m+3)... (mn) cn (m-+2)(m+4)...(m+n) \ 
om | nm 2).mn, tn Da ALoTE 


wenn n gerade ist; 


A a3) (m+2)(m+4)...(m+n-1) (m+1)(m+3)...(m+n) In | 
ee : (m-1)(m-3)...(m-n) LE m (m-2)... (m-n+1) 9) 


wenn n ungerade Ist. 
Ferner ist: 


(m+l)(m+3)...(m+n-1) 
m(m-2)...(m-n) 


(m+2)(m-+4).. .(m-Hn) 


ce, 1)(m-3)...(m- nH1j©n 2), 


T" &)=(-1)"m!(1-x?) B 


wenn n gerade ist; 


„J(m+2)(m+4)...(m+n-1) I (m+1) (m+3)...(m+n) 
U (m-1)(m-3)...(m n) tu. m(m 2)...(m-n+1) 


wenn n ungerade ist. 


(-1)®+ml(1-x2)? 


= 

B 

& 
I 


SR 


Dex) 2Mm 


U (x)=2m! 


U,®)=2m! 


A 


Vermittelst der bekannten Formel: 
F(l,m,nx)=(1l— A) Ffm —1ln—n,n,x) 


wird 


n RE 1 fe me m+n 1 x.) 
rasen na 

2 ar X A ER Er ) 
Sa = a De RR 


Da m und n positive ganze Zahlen sind, so sind die 
neuen hypergeometrischen Reihen endlich und es gilt die 
neue Darstellung für jedes x, während bei der Neumann- 
schen | x | <1 vorausgesetzt war. 


Hieraus folgt 


1.) n gerade, m gerade, m >n: 


ae (m+2) (m+4)...(m+n) X v[_ Pan Zaanınalıd 
en merar ee) m DR 
(1727. 
‚(mtl (m+B).. .(m+n--1) 1 F en Ten 1 
m(m-2)...(m-n) ; m aA, TRLDIEE 
(1-x2)? 


2.) n gerade, m ungerade, m >n: 


om DM). .(m+n-1) 1 F mente 


m(m-2 m-n ED Äs IE 
md 

(m+2) (m+4)...(m+n) x F(- n+m-1 m-n-2 : 

(m-1)(m-3)...(m-n+1) a Da 2.5 
EX) 


3.) n ungerade, m gerade, m >n: 


(m+2) (m+4)...(m+n-1) 1 ‚[ m-n-i m+n 1 
en ! en er NE 
len (m-1) (m-3)...(m-n) mt Den ED 
(1-29)? 
(m+1)(m+3)...(m+n-1) X m a Re) x 
m(m-2)...(m-n+1) = Da Pa 


1x) 


er A 


4.) n ungerade, m ungerade, m >n: 


SE (m+1) (m+3)...(m+n) x m-n-2 n+m-15 , 

u m(m-2)...(m—n+1) En Br en x) 
(1-x2)2 

EN (m+2)(m+4)...(m+n) 1 ı+m- mare 

on (m-1)(m-3)...(m-n) A ni Ben >) 
_y2)2 


Die bekannten Formeln für Q,,(x) sind hinzugeschrieben, 
um den analogen Aufbau von Q,&) und U,,&) nachzuweisen. 
Man ersieht sofort, dass der wesentliche Bestandteil von I "(&) i 
stets eine ganze rationale Funktion vom Grade n + m ist. 


Es mag sich hieran eine andere Formel für U,,(&) an- 


schliessen. Nach Neumann ist 
l 1 


9) = ent xd? re a 
T,®) I Ham za? Be 


Hieraus folgt 


»( 5n(®) ) 
(1 -x9% Im d 


d:x® er 23 
(1 San x?) 2 ERDE Try (X) 
dxh a ea 
also auch: 
I Br), 
Te OT zuy oder 


(dx) ® 


® Caaaı Kar 3 ) 
Da de ee 


Bei Q,,(x) kommt man auf diesem Wege, rein von der 
Darstellung durch das bestimmte Integral 


+1 
i " f Pu(p)dz 
N RN m ! I IN 2 } 
Q,(X) =— ( 1) m. (1 X ) (x YA kai 


zu der gewöhnlich als Definitionsgleichung dieser Funktion 
benutzten Formel (h=m): 


NED 

Al 
denn wegen der Endlichkeit der Integrationsgrenzen bleibt 
der Integrand ausser für x=-+1 stets endlich. 

Bei U, (x) lässt es sich dagegen nicht vermeiden, dass 
in den Grenzen © auftritt, daher eilt die obige Formel 
strenge nur, wenn m — h>n, weil sonst der Integrand un- 
endlich wird. Man kann aber, jedoch rein formal, schreiben: 
"U, ®) 


d za ’ 


ar P: (z) dz Pr (z) dz 

T et 

0, ® Spalt ejaae 
doch ist der nur symbolische Charakter dieser Funktion 
strenge festzuhalten. 


In dem Spezialfall n —=0 gestatten diese Formeln nicht 
uninteressante Darstellungen der Funktionen. 


UK) =(M1—229? wobei 


Sen er Fa =) a 
0 er ER = > —t ED SEhS, | 
SS LK EN dxn-1 \I—x? 


m Ami U; 


| = da-i X 
0 a En TV 
U.® re x?) dya-i | 1220 


m 
2 


VA del + DEN). 


Für diesen Fall vereinfacht sich natürlich die Differen- 
tialgleichung zu 


d el m? 
ee 
Was die Rekursionsformeln betrifft, so gelten die von 
Neumann, pag. 73 und 74 für P’ (x) aufgestellten, wie 
dort gezeigt wird, auch für S,&) und T,,(x), mithin auch 


für Q,x@) und U,&). Ist n—0, so haben wir die speziellen 
Formeln: 


Grm 


B a ) +m(m-+]) Q., DEN 


TV. ®d—-2m+1)- ZU, 4) + mm + 1) 0,0. 


Ur@) nimmt, wie sich später zeigen wird, auch darin 
eine Ausnahmestellung ein, dass es nur rein imaginäre Wurzeln 
besitzt, während U/(x), n 0 vollständige komplexe hat. 


82. 
Die Wurzeln der Gleichung Q7 &) —=0, wenn m>n. 


Aus der Differentialgleichung ergiebt sich natürlich so- 
fort, dass eine endliche Doppel- oder vielfache Wurzel nicht 
existieren kann. Da ferner die hypergeometrische Reihe aus 
lauter positiven Gliedern besteht, so kann sie keine reellen 
Wurzeln haben. Die rein imaginären Wurzeln lassen sich 
mit Hülfe der Sturm’schen Reihen zählen, die Stieltjes, 


BERN N ee 


Comptes rendus 100, pag. 620 für abbrechende hypergeo- 
metrische Reihen entwickelt hat. Die von ihm dabei ver- 
wandten Buchstaben n und x ersetze ich, um Verwechselungen 
vorzubeugen, durch n’ und x‘. 


F(—n, nm +a+Pß—1,e,x’) lässt sich schreiben: 
na. um Arlala ln ;: 
Ir De 2!e(c—1) 2 
wobei a=a+n —1,c=a-+ß-+2n'— 2. Setzt man 
b=P-+n'—1, so ist 
re een] 
ne 1) ol Dane 1) 
B (bi Daeb en) 
c(e—1)...(e—n +1 


R=o9m,a,0)=xrit- 


[Xle=ı = 


r 


BR mit X,, und mit 


X, X3... X, die nach bekannter Art gebildeten Glieder der 
Sturm’schen Reihe. 


Dann findet Stieltjes: 


Man bezeichne jetzt X mit X,, 


Xo ey (m, a, 6); 
X —ngMm 27 1,:8, C), 
a ae 
, u —n’Mm N Bag ra NE 
: ’3 (m? a fm’ a?(a — 1)b?b —|1) 
1, Kenn — Im 2), (e—1)3 (e— 2)? (c—3) 3 
X (c—n)p(n— 3, a—2, c—4). 
k—2 
II (N — r) k—fr—1 (a—r) k—r—2 (b —r)kr2 
AUER 2 RE Fi 
Be Sn BEN 


7i (e— r)?&-4=r 
f) 


” k—4 
x D(e— na — rn)" "gm —k+1,a— k+2,c—2k-H4), 
0 


RL 


k—1 
n (n’ Br y)k=r (a AR re (b ES r)e ri 
An aa X en 


2 k—1 k 2k-3 2 
0 


k—3 
x De -— n" — N pm — ka—k+1,c—2k-+2). 
0 


Hierbei bedeutet 77, dass in die hinter diesem Funk- 
tionszeichen stehenden Grössen alle positiven ganzen Werte 
von Tr, die zwischen dem unteren und oberen Index von IT 
liegen, eingesetzt werden, und die so entstehenden Ausdrücke 
multipliziert werden sollen. an bezeichnet den Koeffizienten 
der höchsten Potenz von Xp. 

Die Anzahl der Nullstellen von X zwischen X =xy 
und x =x, erhält man, indem man in X,, X, :.. X. erst 
x—=X, dann X =x, substituiert und bestimmt, wie viele 
Vorzeichenwechsel in der ersten Reihe mehr vorkommen, als 
in der zweiten. Dies ist die Zahl der Wurzeln zwischen 
Xo MIA X,. 

Dies von Stieltjes erhaltene Resultat lässt sich noch 
erheblich vereinfachen. 


Dividiert man nämlich in der Sturm’schen Reihe jedes 
Glied durch das vorhergehende, so giebt die Anzahl der 
negativen Glieder in dieser neuen Reihe die Anzahl der 
Zeichenwechsel in der ursprünglichen an. 

Dies" Verfahren wende ich auf die Resultate von 
Stieltjes an. Da es nur auf das Vorzeichen ankommt, So 
bezeichne ich zwei Grössen von gleichem Vorzeichen als 
äquivalent (‘). 

X ,.9(0. 1,8 6) 


X Y (m, a, c) 
IT. X mm —1)ab gm —23,a—1,c—2) 
X ,0c2lc =) g(m—1,a,c) 
ala—1)b(b—-1)(e-n) gan 3a ze 
cHe-1)2(e-22ic-3) ganz Le, 


D) 


| 


n(n -11n2). 


er "5 08 


k—1 k—2 k_3 
I (n—r) DO (a—r)(b—r) U(e—n —r) 
2 Keusn n 0 0 % 
k—1 A TEE u N RI 
n (e—r)?.(e—2k-+35) 
0 
” ym—k,a—k+1,c—2k-+2) 
gu —k+1,a—k+23,c0—2k-+4 


Nun sind alle Quadrate, da wir reelle Parameter vor- 
aussetzen, positiv, ferner ist auch n' von vorne herein als 
positive ganze Zahl angenommen worden, die natürlich 
—ık ist: 

So vereinfacht sich die Reihe zu folgender: 


X, up We ıE A, C) 


Roms Slip.(n’f a,'c) 

X ,ab 9ym—23,a—1,c0—2) 

X, e—1 p(n’—1,a,c) 

ea Ib e hl —m)Tgin 98,43 4C- 4) 
Rai Bo gm’ —2,a— 1,0 — 2)’ 


—— — — — —— — — en —_— —— — — — 


k—2 k-3 
IE) EU aa 1,6 DR) 


Ra c—2k-+3 Yam-kt+1,a-k+2,0- 2k+4) 


Nachdem so die Formeln von Stieltjes in eine be- 
quemere Fassung gebracht sind, untersuche ich speziell die 
drei Intervalle: 


1.) — ©|...0, 
ET DR]. 
3.) La. 2 1001. 


1 [ (v—k,a—k+1,c—2k+2)] _ im | xn’—k | 
N re a ar: ser a Fe Fran Bob F 


ee ee 
A 


Dr re 
X, EN 
ne 
X, .Z ab 
X: neh, 

Ro a(a— 1)b(b—1)(e—n) 
Ro —3 | 5 
k—2 k—-3 

A (a —r)(b—r)YH(ce—n —r) 
Xk : re re 0 
Ka c#2Kk49 


Die oberen Zeichen entsprechen den oberen, die unteren 
den unteren. 


Pur >08 
je ala 1 
X, .ym —1,a,0). c(e — 1) (e —2)...(e—n +2) 
X pın,a,C) top a(a — 1)(a—2)...(a—n 1) 
c(e — 1) (e—2)...(e— um -+1) 


ee ee c—-n-+1 


ym,aco Ko  a—n +1 


| ee) _ 

ynm—k+1,a—k+2,c—2k-+4) 

en (a—k+1)(a—k)...(a—n-+2) 

I; ee Var 2)(a— K+1)...a—n +2) 
(—2k+4)(e—2k+B3)...(c—m—k+4) 


| yon —ka—k+1,c—2k-+2) ei 

on ZErKIER TI oe 
(e—2k+4(ce—2k-+3B) 
(e— 1 — k+3)(cc—k-+2) 


So erhält man: 


er Se). 
a | 
X, .a—n-1l 
NFBRRTER be 
X °  e—n-+1 
Xy 
X, :— ab(b— 1)(e — 2) 
m: : me a Er ER k—4 : 
:— A(b—r) H(a—r) U(e—n —r)X(ce—2k-+4) 
Axt 0 0 0 


Büurkxsre:1that'man:: 
b(b—1)...b—n +2) 


— a, =]  e(e—1)...ce—n +2)  e—n-+1 
na. BB een ya 


c(e —-1)...(ce—n +1) 


I PER, ESS KEN BA) 
ie ua near ya 
(e— a—k-+1)(e—a—k)...(ee—a—n +2) 
—— — (e—2k+2)(e —2k-+1)...(ce—n—k-+35) 
(ea — k+2)(e—a— k-+1)...(ce—a—n +2) 
(0 9k 14) ak FB. —n ken) 
| oy(W"—k,a—k+1,c—2k-+2) ER 
ner 1, ar kei) 
(>24 4) (040) 
leer ker on ek) 
Il Wr el. 
X „en +1 
X bon +1 
Rasze ac 
Xi c—n-+1 


X. 

X, :a(a —1)b(c—2) 

we er an 

— : D(a— r) Ub—r)U(e— m —r)X(ce—2Kk+4). 
Xr-1 0 0 0 


Wendet man diese allgemeinen Formeln auf unseren 
speziellen Fall an, so ist zu unterscheiden: 


A.) m—n gerade, B.) m—.n ungerade. 


N ER ae 
A.) a er ßp=—1l-+nm, 
not a ei 
3° 2 De 2 rn N, 


Da r<k—2<n —2, so ist a—r stets positiv, b—r 
ist sicher negativ, da r positiv oder = 0 ist, e— n’— r und 
c—2k-+4 auch, wenn k>2 ist, aber die allgemeinen 
Formeln gelten auch erst von da an. | 

Berücksichtigt man dies, so erhält man: 


De 
X ER 
: 1 
Xrı 
Avog 
Xr 
: 3 
an 


Nimmt man, wie hier geschehen, X —=x? als Unbe- 
kannte, so ist der Grad der Gleichung n‘. Man ersieht aus 
I.) und Il), dass n ihrer Wurzeln zwischen x = — |»| 
und x —=0 liegen. Als algebraische Gleichung darf sie aber 
auch nur n’ Wurzeln haben, also sind die genannten Wurzeln 
die sämtlichen vorhandenen. Die Reihen für "=+1 und 


— » bestehen natürlich nur aus positiven Gliedern. 
B.) m—n ungerade. | 


en a et ı 

ur er = — mL 

.m— 2. 7 mW roll 22270 775 
Men 5 ee 5 ‚t=— 5 


Die Überlegungen sind wörtlich dieselben wie vorher, 
nur n’ ist verschieden. Berücksichtigt man noch, dass bei 


A.) x—=0 eine Wurzel von Q, (x) ist, so erhält man das 
Resultat: 


Q,,&) hat, wenn m>n, eine n+1fache Wurzel im 


Unendlichen und m —n — 1 einfache endliche rein imaginäre 
Wurzeln. Unter letzteren ist xv=0(=0.j) dann und nur 
dann enthalten, wenn m —.n gerade ist. Die übrigen Wurzeln 
liegen symmetrisch zum Nullpunkte. 


> © 


—, deren Wurzeln natürlich die von 


Die Funktion 


Q,(&) sind, verhält sich i im Intervalle idx...i|oo: wie f(v), 
wenn v—=m—n-—2ist. Daraus ergeben sich die Sätze: 


1.) Die Maximalwurzeln von Q, (x) nehmen mit wachsen- 
dem m bei konstant gehaltenem n zu, mit wachsendem n bei 
konstant gehaltenem m ab. 


2.) Ist m—n gerade, so nehmen die Minimalwurzeln 
von 

1 3 Ok+1 
DIS (nz, ‚diesvoh 


m 


Omtı &), Ans kYEzz On (x) ab. 
Ferner ist die Minimalwurzel von Q''”* (x) grösser als 


die von QM 


nen). 


Ist m—n ungerade, so nehmen die Minimalwurzeln von 


(x) und die von Q,, 4 (X) grösser als die 


GERRIOTOIETR Or "® zu, die von 
DI Ar Ar) ab. 
Die Minimalwurzel von OREBEN C) ist grösser als die 
von De (x) und die von Q,, +9«,1(X) grösser als die von 


ur): 


a, 


3.) Zwischen zwei auf einander folgenden Wurzeln von 
Q.,(X) liegt stets eine und nur eine von jeder der Funk- 
tionen 0,0), 0. @, 0.) 0... 

4.) Zwischen zwei auf einander folgenden Wurzeln von 
Q.,(&) und Q'(x) liegt stets eine und nur eine von Q' (x). 
Zwischen zwei auf einander folgenden Wurzeln von Q,(x) 
und Q" 


DI 


(x) liegt stets eine und nur eine von Q,, +). 


5.) Die kleinste Maximalwurzel aller Funktionen Q,,(&) 
ist bei variabelem n, konstantem m die von QU"@&), 
1 


u Br bei variabelem m, konstanten n die von 


x=iy 


An 1 
Qu), a 

Ist m—n ungerade, während m konstant gehalten 
wird, so ist die grösste Minimalwurzel die von Ei (x), 


7% Bin: 3x 


Ist m—n ungerade, während n konstant gehalten 
wird, so ist die grösste Minimalwurzel die von Q, 13 @), 


1 
iygorr 


8,8, 
Die Wurzeln der Gleichung U’ (x) —0, wenn m>n. 


Die Anzahl der rein imaginären und reellen Wurzeln 
von U‘,(x) kann, weil diese Funktion auch durch hyper- 
geometrische Reihen dargestellt wurde, nach der im vorigen 
Abschnitte dargestellten Methode bestimmt werden. Ist diese 
Anzahl gefunden, so kennt man auch die der vollständig 
komplexen Nullstellen, da zusammen n + m, wegen der Diffe- 
rentialgleichung sämtlich verschiedene Wurzeln vorhanden 
sein müssen. Weil die Funktion gerade oder ungerade ist, 


N HE 


müssen die vollständig komplexen Nullstellen von der Form 
+ya-+bi sein, also ist ihre Anzahl durch 4 teilbar. Ferner 
darf in den Intervallen :— |®o|..:—1, —1...0,0...+1, 
+1...co höchstens nur je eine Wurzel von U},(x) liegen, 
da, wenn in einem derselben zwei vorhanden wären, 
zwischen diesen nach dem früher erwähnten Satze von Sturm 
eine Wurzel von Q,,(x) liegen müsste, was nach dem vorigen 
Abschnitt unmöglich ist. Diese Bemerkungen sind nicht un- 
wichtige Kriterien für die Richtigkeit der folgenden Rechnung. 


1.) n gerade, m gerade. 


= AN. Be 8=1—m, 
2 
RT m—n Er: 1 
en 5 Der eo a % 
Ist m >n>0, soist, da.k< en a—r stets 


positiv, b—r und e— n’—r stets negativ. 


N 

welte 

Xk 1 n—+ım 
0 <k< nn, 
N Er an eier 


Bezeichnet man die in der Reihe auftretenden nega- 
tiven Glieder mit N, so ist 


Da 2 m n 
N_21=1+ & N4e1= 5: 
ol) 
X, ER 
X) EL, 
Xr An, 


DE A. 2<k< 


X 


n 
N=5 
A 
N-101 = = 75 
No — No 0. 


2.) n gerade, m ungerade. | 
x=0( ist eine Nullstelle. Der wesentliche Bestandteil 
der Funktion ist 


(= m—n—2 3 x) 


2 2 Re 
N N N 
Nr 2 J ulm, 
ma mn 
Ban bi== 5 a: 
sm 
Kr 
X, rl: 
BR 1 sen 
BR enaeeern. ask 2 
m—1 n 
N-01= 57 N4el = 5: 
N; 
Kr 
X, +1, 
Em ea 
X DER a a 2 
n 
N=5 
—n—1 
N. N = ——, NN 


3.) n ungerade, m gerade. 


Die Argumente der hypergeometrischen Reihe, sowie 
n’, @, ß, a, b, c haben dieselben Werte wie bei 2.). 


| 
N sit 
X, Ban 
Xk 1 nem—ı1 
= 
Kr e—2k+3’ 2<k< > . 
7 n—1 
N-01= 5 N = Du 
Rasen. 
Ak, 
X, +1, 
Ru TE a Der! 
2.78 ee 
nralı 1 
Mor 
get: 
X, +1, 
re 
Xk_ı 2; — „ 
n-+1 
> ’ 
r m—n—]1 
N, = > Nas aN se EN N al 


4.) n ungerade, m ungerade. 
n, a, ß, a, b, c haben dieselben Werte wie in 1.). 


x—=+|o| 
Zi RIESE 
N een 2 <k<'S” 
N N 


— 56 — 


Man findet weiter N—=N;, = A N_.1ı—- N = _-, 
N —-N=0, N Nyg=-+1. 

Bezeichnet R die Anzahl der reellen, J der rein imaginären 
Wurzeln von U,,(x), abgesehen von x=0, OÖ die Ordnung 
des Nullwerdens für x=0, K die Anzahl der vollständig 
komplexen und S die Summe aller reellen Wurzeln, so er- 
giebt sich zusammenfassend die Tabelle 


Fall R 10) J k S 

1.) — — m—n 2n m+n 
2.) — 1 m—n-]1l 2n mn 
3) 2 1 m—n—1 2n—2 m-+tn 
4.) 2 = m—n 2n—2 m-+n 


Rechnet man x= 0 zu den rein imaginären Wurzeln, 
so sind stets m — n derselben vorhanden. 


n 


Die Funktion — 


jan ? 


deren Wurzeln natürlich die von 
U,)@&) sind, verhält sich im Intervalle idx...i|j®| wie 
f(v), wenn v—=m—n—1. Man kann daher in den Sätzen 
über die Lagebeziehungen der Funktionen Q, (x), m>n, ein- 


fach U’,&) an die Stelle von Q,,(x) treten lassen, wenn man 


m 
nur die Bedingung, dass m—n gerade resp. ungerade sei, 
durch die umgekehrte ersetzt. Nur die dort unter 5.) zu- 
sammengefassten Sätze lassen kein Analogon zu, da die dabei 
‚auftretenden Funktionen zu kompliziert sind. 


| g 4. 
Die Wurzeln der Gleichung aU)&) + PO, @)=0, 
m >n. 

Ist weder a noch b OÖ oder ©, so lässt sich die Gleichung 
in der Form schreiben: U, @®) + k+ikK)Q,®@9 =0. Da 
sowohl U,(&) wie Q,,(®) für reelle Werte von x gleichzeitig 
reell oder rein imaginär sind, andererseits aber, wenn die 


RB N 


ganze Funktion verschwinden soll, sowohl der reelle wie der 
imaginäre Bestandteil = 0 sein muss, so ist die notwendige 
Bedingung für das Vorhandensein einer reellen Wurzel 
k’Q),(&) = 0. Reelle Werte von x ausser x—0, für welche 
(,,(x) verschwindet, giebt es nicht; letzterer Wert kommt 
aber nicht in Betracht, da, wenn Q,,(0) =0 ist, U,, (0) + 0 
ist. Also ist die Bedingung für reelle Wurzeln der Funktion: k=0. 

Ist diese Bedingung erfüllt und k von O verschieden, 
so können keine rein imaginären Wurzeln vorhanden sein. 
Denn da für rein imaginäre Werte von x entweder U), (X) 
rein imaginär oder reell, Q,,(x) entsprechend reell oder rein 
imaginär ist, so müssten beide Funktionen zugleich für einen 
solchen Wert von x verschwinden. Setzt man aber in der 


- 


AR ROT Nur 
Differentialgleichung ze geht sie über in 


5) 


+9) -ha+tn- ay=0 


und aus dem Sturm’schen Satze folgt, dass im Intervall 
e— — /o| bis &=+lol|, oder s=— o|ibs x=-+loli 
nicht zwei Wurzeln von Q,&) und U,(x) zusammenfallen 
können. 

Ferner ist zu beachten, dass, wenn reelle Wurzeln 
vorhanden sind, in jedem der Intervalle — | »|...—1, 
—1..:.0,0...+1, +1... |o| höchstens je eine liegen 
kann, da zwischen zweien eine von Q,,(x) liegen müsste. 

Bei x—=+|»| überwiegt in U,x) + kQ,,(X) stets das 
Vorzeichen von U, ), da Q,(x) dort verschwindet. Bei 
Se IT RR hei x eergist 

uU9=+T,& Q,® = —-T,®), es hängt hier also von 
k ab, a Vorzeichen überwiegt. Bei x=0 hängt das 
Vorzeichen von derjenigen der Funktionen Q,,x) und U, (x) 
ab, welehe dort nicht verschwindet. Ergänzt man nach jedem 
Kongruenzzeichen mod 2, so ergiebt sich nach den soeben 


entwickelten Prinzipien folgende Tabelle für die. Vorzeichen 
der Funktion U, +KkQ,&): 


IR 1 Hell 1-2 .ıl-2.0.J0e 6 05 
De ee 
3m . du | | m m 
Dede der Flyer nen 
a ee 
sm-r2 | su | | | m m 
n=1,m=1| (—1) 2 ‚(—1)2 |; +1 +1/—1| CD: (De 
2) 1>KE>0 | 
n=0,m=0 (1)? Ne. +41\)11lt11 cl 
Am 3m | | Ba m m 
n=0,m=1| —1)2 (1)? +1, +1, —1| br: |C-)2 
öm—+2| 3m m-+2 m 
n=l,m=0| (—1) ® |(-D)2 |+1/ +1) —1 (1) 2, (9: 
| ar 2 | De 
Me Een 
| Bere: | | | 
3.)0>k>-1 | 
n==0, m==O (18 a ee —1)2 
3m m | | m m 
n=0, ml) (1): |): |; #171 Be 11-2): €)? 
| 5m-t2 3n | m+:| . m 
=, ) erde lied 
3m-t2| ame | mp2] m 
n=L, ml, (—1) rl), li eier 
en wi 
BE meh | Er = 
DU. 020) (--1)2 (--1) 2-11 +1 +11. 9 72 D2 
0,1 1? Von zılzı1lzıeg ie 
5 imF2 | en m 
n=l,m=0) (—1) 2 ‚(-1) 2 ‚—1| —1), —11-D: | CD: 
| 3m-+-2 sm-+2 l m--2 m 
n=l,m=]) (-1) 2 ‚--I) 2 ı —1 +1 | +1) 276): 


ee 


Hieraus lässt sich sofort ‘eine Tabelle der Wurzeln her- 
stellen, welche in jedem der 4 Intervalle liegen. 


ee] +|% .+14+1..00..-11-1..-je]l Summe 
ED 0 OF a ee, u 
De it) | 0 | 0 | 1 | 1 
en oo RO 174 
n==1, m==l. 1 BEE | 1 | 0) u 9 
2.)1 >k >) 
n=0,m=0 |0.10 0 00 
n=0, m==1 0) 0) i: 0 1 
2 ag = Di a | Y | Ai | 3 
n==]1,m==1 | l | 0) | 0 | 1 | 2 
3.) O>k>-1 
ES Eh | ER ENN, | 0 0 
n=0, m] rd | 1 | N) | 0 | 1 
n==], M=() | 1 sch 0 | 1 | 3 
n==1, m>=1] 1 0) 0) 1 Be 
A ie : 
Elm ‚sa risQ Of) Be: 
n==V), m==1 1 VE SAFE 0) | 1 
n={i,m=0 |. 0 Oimir oO | 1 | 1 
n=1, ml | 0) at) | l | 2 


a ae 


Sollen rein imaginäre Wurzeln vorhanden sein, so 
muss wegen des oben erwähnten Charakters der Funktionen 
Q.,&) und UN) (x) bei rein imaginären Variabeln sowohl 
U&) +iKQ,X), wie kQ,,@&) verschwinden. Somit muss, 
aus analogen Gründen wie früher, k=0 sein. 

Nach dem pag. 26 angeführten Satze von Sturm liegt 
nämlich zwischen zwei Wurzeln von U, (x) eine und nur eine 
von Q,,(@&) im Intervalle —i| ©|...-Fi | |, wie man aus 
der für dies Intervall transformierten Gleichung ersieht. 
Dass die eine Funktion hierbei rein imaginär ist, stört nicht, 
da es bei homogenen linearen Differentialgleichungen auf 
einen konstanten Faktor nicht ankommt, die Funktion, welche 
rein imaginär ist, also sofort durch eine reelle, die sich nur 
durch einen rein imaginären Faktor von ihr unterscheidet, 
ersetzt werden kann. Somit können Q,,(x) und U‘ (x) keine 


gemeinschaftlichen Wurzeln haben, ebensowenig U'(x)-+ 
ik Q,® und KQ,X. 

Sollen sowohl reelle als auch rein imaginäre Wurzeln vor- 
kommen, so muss sowohl k wie K’= 0 sein, die Funktion U,,(x) 
ist also die einzige der Funktionen U,,x) + k-+ik)Q,®, 
welche diese Eigenschaft besitzt. 


Sind sowohl k wie k’ von O verschieden, so sind die 
n + m Wurzeln der Funktion sämtlich komplex. 


Ich setze jetzt k=0 voraus. Da je zwei der m—n 
rein imaginären Wurzeln von U,,(x) immer eine und uur eine 
der m—n—1 von Q,(x) umschliessen, so gehören die 
beiden, ihrem absoluten Betrage nach, grössten Wurzeln zu 
U, @®). Bei.der Maximalwurzel von Q,,(x) hat also U, (&), 
mithin auch U) +-ik'Q,,(x) das entgegengesetzte Zeichen 
wie ini| «|. Folglich liest zwischen der Maximalwurzel 
von Q,&®) und + | © |i eine, und aus bekannten Gründen 
nur eine, Wurzel von U,(x)+ikQ, (X). Dasselbe findet 
auf der negativen Seite der imaginären Axe statt. Da auch 


a 


zwischen zwei Wurzeln von Q" (x) stets eine, und nur eine, 


m 
n SAN . . ı: \ 
Wurzel von U,x) +1k Q,®) liegt, so besitzt diese Funk- 
tion im Ganzen m—n rein imaginäre und 2n vollständig 
komplexe Wurzeln. 

Uber diese rein imaginären Wurzeln lassen sich wieder 
eine Reihe von Sätzen aufstellen. Ich bezeichne die Funk- 
. . B n Er n R 4 Vest 
tion jetzt wieder durch AU,x) + BQ,&, da die Sätze 
auch gelten, wenn A oder B=0 ist. Nur sei, wenn die 
eine Grösse reell ist, die andern rein imaginär. 


Ich verweise auf die Differentialgleichung 


A E 
le on 1: n(n —+ 1) — n 


en We 
3) e)' 


und das pag. 27f. zitierte Theorem. 


Setzt man 
Se > 
DEREN, 2 rag: nm-+1), 
REN 
ST gramm 


K=K’=1-+3, so erhält man: 

Zwischen zwei Wurzeln von A, U, (x) + B, Q\,(x) liegt 
stets mindestens eine Wurzel von As, U®) + B, eg 
zwischen zwei Wurzeln von As U.) + B, Q,&) liegt 
höchstens eine von A, U.,(x) + B, Q,®)- 

DARFLE EU vum er —n(n-+ 1), alles Andere wie 
vorher: 

Zwischen zwei Wurzeln von A, U,@) + B, Q,,&) liegt 


--d 
zwei Wurzeln von A, U), + Ba Q..(%) liegt höchstens 


eine Wurzel von A, U") + B, Q,®)- 


stets mindestens eine von A, U", fr ‚& + B Q.,,@®); zwischen 


N 


6) 
[7] 


m 


1 2 = — m a (n 190): 

Zwischen zwei Wurzeln von A, U. (x) + B, Q,,&) liegt 
stets mindestens eine von A, U" (x) + B, RT zwischen 
zwei Wurzeln von A,U, Ma) ai B3 0 (x) liegt stets 
höchstens eine von A, U, &®) + B, Q,&- 

Der Faktor von y in der Differentialgleichung sei mit 


G (x) bezeichnet. 


m 
2 m? 


Ne IN. ee 
ee he 


ad @ et 


Es sei u >m. 


m? — u? 


Ten 


ARE. : BEA m): 0 

DEtar G,) = =: ist positiv, wenn 
Me ol. | 

G, — G, wächst also stets in demselben Intervall. 


lo reine hywaz 

4.) Ist v1) — nn +1) + m? — u?>0, so liegt 
zwischen zwei Wurzeln von A,U),x@9)-+B,Q, ® stets 
höchstens eine Wurzel vn ,U.@)+B0Q,®%; unter 
derselben Bedingung liegt zwischen zwei Wurzeln von 


A, U,®) + B,Q,®) mindestens eine von A, U, +B, Q,@. 
5.) stv +) — nm +1) + m? — u?<0, so sei 


ee 
Ba nn 
Im Intervall 0..5 tt @<G, m 29. 
EL 


Im Intervall O...% liegt zwischen ; zwei Wurzeln 
von A,U,®+B.Q, ® stets mindestens eine von 


,0U,&d+ B, Q,&); in demselben Intervalle liegt zwischen 


Be 


zwei Wurzeln von A, U, (x) + B, Q, (X) höchstens eine von 
A,U,®9 +B, Q,@). 


m m 

In Intervall &...+|»| liegt zwischen zwei 
Wurzeln von A,U/(x)+B,Q,(x) höchstens eine von 
%U,®) +BQ,@; in demselben Intervalle liegt zwischen 
zwei Wurzeln von A, U, (x) + B q, (x) mindestens eine von 


A, UN) + Bı QL.@). | 

Alle soeben für die positiven Intervalle &=0...+/o 
resp... E00... ...4+ ||. entwickelten Sätze gelten 
natürlich auch für die entsprechenden negativen Intervalle, 
da fG. — Gi] = [di — Gi], it, 


Re 
Die Wurzeln der Gleichungen S},(x)—=0 und T,&)=0, 
mn. | 
Vermöge der bekannten Relation: 
T,=(- 2" °S), X 
genügt es, die Wurzeln von S,,(x) aufzusuchen, da die nega- 
tiven Werte derselben die Wurzeln von T,(@&) sind. 


=: + AR). 


Hieraus folgt, dass weder S/, (x) noch T,(x) rein ima- 


m 


ginäre Wurzeln haben können, wohl aber reelle. Bekannt- 
lich ist S, — D=T,(+D)=0. Weil aus diesem Grunde 
die bei den Gleichungen von der Form U" (x) +KkQ (x) 


m m 


angewandte Argumentation für k= +1 versagt, sind S, ®) 
und T (x) nicht dort behandelt worden. 


m 


3m m 
H Zi (m+n)! eo: | | | ne 
ei EN UA Abe I ee 
N) m?(m—1)(m-2)...(m-n)\x—1 en 2 


a 


Wir benutzen die früher gebrauchten Sturm’schen 
Reihen. 


nen, e=m-+1, —1-—m, 
a—=m+nb=—m-n, ce=2n. 
2 = :h. 700 N et 
. + (— 1)* ar 
Xx-ı 
ISKSn 
| een le 
N. =N=N=5 L 4  N4»1=5 — 1 ) 
1— (— 1)" 
N. 2 ; 


Ist n gerade, so sind alle n Wurzeln der Gleichungen 
Rd =0 und TR) 0 vollständig komplex, ist n un- 
gerade, so existiert eine und nur eine reelle Wurzel, . die bei 
S’(x) zwischen +1 und + | | liegt, bei T" (x) zwischen 


a 


+1 und — | ®|. Ausser dieser sind natürlich stets die 
Wurzeln — 1 resp. 4 1 vorhanden. 


Buß, 
P" (x) und O0" (x) bei beliebigen Werten von 


m m 


m und n. 


Als allgemeine Kugelfunktionen kann man die beiden 
partikulären Integrale der Differentialgleichung bei unbe- 
schränkten Werten der m und n ansehen. Schläfli, Solem- 
nia anniversaria conditae universitatis, Bernae 1881, stellt 
dieselben dar unter der Voraussetzung, dass m=0 oder = 
einer ganzen Zahl ist. Hobson, Philosophical Transactions 
1896, pag. 445 f. lässt auch diese Voraussetzung fallen. 
Er erhält natürlich die Resultate von Schläfli als Spezial- 
fälle seiner eigenen. Die wichtigsten Resultate sind: 


EN DR SSRER, 


P', x) und Q,,(x) sind beides transzendente Funktionen, 
die eindeutig über die ganze komplexe Ebene sind, wenn 
man in dieser einen Querschnitt, im allgemeinen von + 1 
bis — | ©|, auf der reellen Axe annimmt. Beide Funk- 
tionen werden zunächst durch bestimmte Integrale, erstreckt 
über einen geschlossenen Integrationsweg dargestellt. 

m Pst,1+ 
Pr Forma) | eye nm at, 
Pa RR 2u 


m 1, ri 
e-@4Mzi (nm) (1—x?)? | 4» br ER, 
ce Ga en Et IE RB EB Eee tee w—| % {—x tn dt, 
sinne In) apa Re 


wobei, um mit der in dieser Arbeit gewählten Definition im 


m m 
Einklang zu bleiben, ich (x®—1)? durch (1—x?)? ersetzt 
habe. Ferner bedeuten die am oberen Ende des Integral- 
zeichens stehenden Grössen die Punkte der komplexen Ebene, 
welche der Integrationsweg umschliessen soll, die hinter den- 
selben stehenden Vorzeichen den Sinn der Umkreisung. T, 
was ich, weil gebräuchlicher, an Stelle von Z/ gesetzt habe, 
bedeutet die Euler’sche Funktion zweiter Gattung. 

Diese Integrale werden auf mannigfache Weise in 
Reihen von verschiedenem Konvergenzbereich entwickelt. 

Nach dieser Arbeit ist, wenn m>n, P)(x)=0, da- 
gegen T’(n— m) P'(x) nur um einen endlichen konstanten 


Faktor von der von mir mit U, (x) bezeichneten Funktion ver- 
schieden. Dies dürfte ein neuer Grund zur Einführung der- 
selben sein. 

Die Wurzeln dieser verallgemeinerten Kugelfunktionen 
aufzusuchen, behalte ich mir für eine spätere Arbeit vor. 

Zum Schluss bleibt mir noch übrig, Herrn Professor 
Dr. Wangerin für seine stete, liebenswürdige Hilfe bei 
dieser Untersuchung meinen besten Dank auszusprechen. 


Lebenslauf. 


Martin Paul Johannes Lindow wurde geboren am 
26. IX. 1886 zu Zachan, Kreis Saatzig, Provinz Pommern. 
Von Ostern 1892 ab besuchte er das Gymnasium zu Belgard 
a. Pers. bis Ostern 1899, wo er dasselbe mit dem Zeugnis 
der Reife verliess, um Mathematik und Physik zu studieren. 
Er bezog zunächst die Universität Greifswald und ging Ostern 
1900 nach Halle. Während seiner Studienzeit besuchte er 
die Vorlesungen, Seminarien und Praktika folgender Herren 
Professoren und Dozenten: 

Bernheim, CGantor, Dorn, Eberhard, Fries, Grass- 
mann, Haym, Kirchhoff, Limpricht, Luedecke, Medi- 
cus, Rehmke, Richarz, Riehl, Schmekel, Schmidt, 
Schreber, Study, Schultze, Thome, Wangerin. 

Allen diesen seinen hochverehrten Herren Lehrern 
spricht der Verfasser an dieser Stelle seinen ehrerbietigsten 
Dank aus, namentlich Herrn Professor Dr. Wangerin in Halle 
sowohl für die Anregung zur vorliegenden Untersuchung als 
auch für die gütige Unterstützung bei derselben. 


Thesen. 


ik 


Die Darstellung einer Funktion durch ein bestimmtes 
Integral, in welchem die Funktionsvariabele als Parameter 
auftritt, ist, wenn auch unter Umständen aus derselben wich- 
tiere funktionentheoretische Sätze abgeleitet werden können, 
dennoch nur als Problem, nicht als Lösung. anzusehen. 


IgE 


Die geometrische Interpretation ist in der Funktionen- 
theorie nur aus pädagogischen Gründen zu empfehlen, als 
Beweismittel verdient stets die analytische Behandlung den 
Vorzug. 

III. 

Die Dezimalteilung des Quadranten ist zu verwerfen, 

die des Grades zu empfehlen. 


